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، طراح و تولیدکننده پمپ های گریز از مرکز و روتاری و ارائه دهنده راهکارهای ASKشرکت آریا سپهر کیهان با نام اختصاری 

 سازی سیستم های فرایندی و پمپاژ می باشد.بهینه 

 

 توجه ! 

جهت افزایش دانش عمومی پمپ ها در بخش تحقیق و توسعه این شرکت نگارش  White Papersمقالات تخصصی با عنوان 

 د:رایگان می باشد و لازم است جهت استفاده از محتویات آن به موارد ذیل توجه فرماییشده است. استفاده از این مقالات 

 انتشار مجدد مطالب مقالات )به شکل اولیه و بدون تغییر در ساختار محتوایی و ظاهری( با ذکر منبع، بلامانع است. -1

 استفاده تجاری از محتویات مقالات در نشریات مجاز نمی باشد.  -2
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 تحليل سرعت بحراني در پمپ
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ش قرار مي گيرد:براي تحليل رفتار ارتعاشي پمپ ها، بايد به بررسي رفتار ارتعاشي شفت پرداخته شود. يك شفت تحت دو نوع ارتعا  

 ارتعاش پيچشي .1

 ارتعاش خمشي .2

بحراني ناميده مي شود. سرعت بحراني، سرعتي است در حوزه ي ارتعاشات خمشي، پارامتر مهمي در طراحي وجود دارد كه سرعت 
كه در آن فركانس دوران برابر با فركانس طبيعي خمشي مي شود. همانطور كه از اسم اين پارامتر پيداست، كاركرد پمپ در اين 

رعت بحراني سرعت مجاز نيست و باعث رزونانس مي شود لذا معمولا محدوده ي كاري پمپ را طوري انتخاب مي كنند كه شامل س
 نشود.

اگر محدوده ي سرعت بحراني كوچك باشد، محدوده ي عملكرد پمپ بعد از سرعت بحراني انتخاب مي شود و شفت را انعطاف پذير 
 مي نامند. اگر محدوده سرعت بحراني بزرگ باشد، محدوده عملكردي پمپ قبل از آن انتخاب مي شود و شفت را صلب مي نامند.

  حراني در شفت ها توضيح كوتاهي پيرامون خيز شفت داده مي شود. دو نوع خيز شفت وجود دارد:پيش از بررسي سرعت ب

 خيز استاتيكي .1

 خيز ديناميكي .2

خيز استاتيكي ناشي از وزن شفت و ساير ادواتي است كه به آن متصل است. مثلا در كاربرد پمپ ها، وزن روتور يكي از عوامل اصلي 
است. خيز ديناميكي ناشي از دوران نيروي گريز از مركزي است كه ناشي از عدم بالانس روتور خيز استاتيكي در پمپ هاي افقي 

  است.

  در زير انواع مدل هاي ارتعاشاتي شفت و روتور بررسي مي شود:

 شفت بي وزن + پروانه 

  هندسه ي اين مدل نشان داده شده است. 1در شكل 

  

  

  

  

  1شكل 

مشخص است، فرض شده كه مركز دوران بر مركز جرم منطيق باشد. در اين شرايط نيروي گريز از مركز همانطور كه در شكل فوق 
  حاصل برابر است با:

ܨ ൌ   ଶ߱	ݕ	ܯ

y 
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  مدل كنيم، خواهيم داشت: 2را با سيستم فنر شكل  1حال اگر سيستم نشان داده شده در شكل 

ܨ ൌ   ݕ݇

  ه ي شفت بي وزن و پروانه با آن مدل شده است.ضريب سختي فنري است كه مجموع kكه در آن 

  

      

   

 

 

  2شكل 

  با معادل قرار دادن دو رابطه ي فوق مقدار خيز سرعت دوراني از رابطه ي زير به دست مي آيد:

߱௖ ൌ ඨ
݇
݉

 

است؟ در پاسخ بايد گفت كه  سئوالي كه ممكن است مطرح شود اين است كه سرعت دوراني به دست آمده چرا سرعت بحراني
شرايطي كه دو نيروي نام برده برابر مي شوند شرايط تعادل خنثي است. يعني هرگونه نيروي كوچك ديگري به سيستم وارد شود، 
سيستم از حالت پايداري خارج مي شود و خيز شفت بسيار زياد شده و مي شكند. در واقع تنها در اين حالت است كه نيروهاي گريز 

  مركز با نيروي الاستيك شفت خنثي مي شود.از 

  رابطه ي عمومي براي تمامي حالات معادله اي به صورت زير خواهد بود:

ݕ ൌ
ఠమ

ఠ೎
మିఠమ	  

  با استفاده از معادله ي فوق به راحتي مي توان نتايج زير را برداشت كرد:

 اگر سرعت كاري بزرگتر از سرعت بحراني باشد، خيز تير منفي خواهد شد. .1

 گر سرعت كاري كوچكتر از سرعت بحراني باشد، خيز تير مثبت خواد بود.ا .2

در حالت اول، با افزايش سرعت دوراني خيز تير به مقدار صفر ميل مي كند. به عبارت ديگر تير خود را در حالت توازن  .3
 حفظ مي كند.

ارت ديگر تير به حالت شكست نزديك در حالت دوم، با افزايش سرعت دوراني، خيز تير به بي نهايت ميل مي كند. به عب .4
 مي شود.

  از طرفي مي دانيم كه خيز استاتيكي ناشي از وزن از رابطه ي زير محاسبه مي شود:

F

Y

K
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ܹ ൌ   ଴ݕ	݇

  از خواص الاستيكي شفت به دست مي آيد: kبا استفاده از اين رابطه مقدار 

݇ ൌ ௐ

௬బ
  

  در رابطه ي سرعت بحراني داريم: kبا جاگذاري مقدار 

߱௖ ൌ ට௞

௠
ൌ ඨ

ೈ
೤బ

௠
	 ൌ ඨ

೘	೒
೤బ

௠
ൌ 	ට

௚

௬బ
  

  لذا با داشتن خيز استاتيكي مي توان سرعت بحراني را تعيين كرد.

 

 پروانه شفت بي وزن + چند 

براي مدل كردن اين حالت نيز از همان اصول قبلي استفاده مي شود. در كل، براي مدل كردن سيستم مي توان از بارگذاري هاي 
 مختلف روي تيرها استفاده كرد. به اين وسيله سختي تير به دست آمده و محاسبه ي سرعت بحراني كاري ساده خواهد بود. 

گذاري تير آورده شده است. هر چه تعداد پروانه ها بيشتر باشد تعداد سرعت بحراني براي سهولت حالات معمول بار 1در جدول 
  سرعت بحراني خواهد داشت. kپروانه  kبيشتر خواهد بود. دو پروانه دو سرعت بحراني و 

 (وزن قابل توجه) شفت واقعي 

واقعيت وزن شفت نيز حائز اهميت است. با تاكنون مطالبي كه بيان شد با اين فرض بود كه شفت وزن قابل توجهي ندارد ولي در 
وارد كردن وزن شفت به محاسبات، ديگر مجاز به استفاده از خيز استاتيكي نيستيم. دليل اين محدوديت اين است كه وزن شفت در 

  يك نقطه وارد نمي شود بلكه به صورت بار گسترده روي شفت توزيع مي شود.

  ط باومن ارائه شده است كه رابطه ي سرعت بحراني را به صورت زير ارائه مي كند:براي رفع اين محدوديت، ضريب تصحيحي توس

ω௖ ൌ ටܥ	
௚

௬బ
  

تا  1كه ضريب تصحيح باومن است همواره در بازه ي  Cمقدار  بيشترين خيز استاتيكي شفت مي باشد. ଴ݕ	در رابطه ي فوق 
  مي باشد. در برخي موارد خاص مقدار اين ضريب برابر است با: 2685/1

 C=1براي بارگذاري متمركز :  

 C=1.2685براي شفت وزن دار : 

  C= 1.08براي پمپ هاي چند طبقه : 
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  1جدول 

ω௖ ൌ ට
ଵଶ.ସ	ா	ூ

௤௅య
  

  

ω௖ ൌ ටଷ	ா	ூ

௉௅య
  

  

ω௖ ൌ ට
ଽ଼	ா	ூ

௤௅య
   

  

ω௖ ൌ ටଷ	ா	ூ	௅

௉	௔మ௕మ
   

  
ω௖ଵ ൌ ට

଺	ா	ூ

௉	௔మ	ሺଷ௅ିସ௔ሻ
   

  

ω௖ଶ ൌ ට
଺	ா	ூ	௅

௉ ௔మ	ሺ௅ିଶ௔ሻమ
   

  
  

  براي محاسبه ي سرعت مخصوص در بارگذاري هاي گسترده مفيد است. 1جدول 

  

  

  روش هاي كلي محاسبه ي سرعت بحراني 

 روش رايلي .1

روش رايلي در واقع روشي مبتني بر پايستاري انرژي است. در اين روش ماكزيمم انرژي پتانسيل و ماكزيمم انرژي چنبشي سيستم 
ارتعاشي محاسبه شده و با برابر قرار دادن مقادير آنها سرعت بحراني به دست مي آيد. اگر اجزاي مختلف در نقاط مختلف شفت، 

و ... به وجود آيد، براي نيروهاي جنبشي و پتانسيل ماكزيمم  1y ،2yكنند و در نقاط متناظر خيز و ... را وارد  1P ،2Pنيروهاي 
  خواهيم داشت:

ܲ. ௠௔௫ܧ ൌ
ଵ

ଶ
	 ଵܲݕଵ ൅

ଵ

ଶ
	 ଶܲ	ݕଶ ൅	…  
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.ܭ ௠௔௫ܧ ൌ
ଵ

ଶ
	݉ଵݕଵ

ଶ	߱ଶ ൅
ଵ

ଶ
	݉ଶ	ݕଶ

ଶ	߱ଶ ൅	…	  

  جرم هر قطعه است و با توجه به اين نكته كه نيرو در اثر گرانش آن است مي توان نوشت : mكه در آن 

݉௜ ൌ
௉೔
௚

  

  لذا:

.ܭ ௠௔௫ܧ ൌ
ଵ

ଶ

௉భ
௚
ଵݕ
ଶ߱ଶ ൅

ଵ

ଶ

௉మ
௚
ଶݕ	

ଶ߱ଶ ൅	…  

  با برابر قرار دادن دو معادله ي انرژي پتانسيل و جنبشي مقدار سرعت بحراني به دست مي آيد:

.ܭ ௠௔௫ܧ ൌ ܲ.   		௠௔௫ܧ
ଵ

ଶ
	∑ ௜ܲݕ௜ ൌ

ଵ

ଶ
∑ ௉೔

௚
௜ݕ	

ଶ	߱ଶ 			→					 ߱ଶ ൌ 	
∑௉೔௬೔

∑
ು೔
೒
	௬೔
మ		

  

߱ ൌ	ඨ
1
݃
	
∑ ௜ܲݕ௜
∑ ௜ܲݕ௜

ଶ 

در بيشتر مصارف عملي، قطر شفت در نواحي مختلف تغيير مي كند. در چنين مواردي، استفاده از اين رابطه با جاگذاري جرم هر 
ي شود كه كوچكتر از سرعت بحراني واقعي است ولي تقريب خوبي از پاسخ قسمت و خيز استاتيكي متناظر آن منجر به پاسخي م

  اصلي است.

 روش دانكرلي .2

  در روش دانكرلي معادله ي زير ارائه شده است كه به وسيله ي آن سرعت بحراني محاسبه شود:

ଵ

ఠ೎
మ ൌ 	

ଵ

ఠೞ
మ ൅	

ଵ

ఠభ
మ ൅	

ଵ

ఠమ
మ ൅	…൅

ଵ

ఠ೙
మ   

  كه در آن :

ω௖   سرعت بحراني كل سيستم   :  

ω௦   سرعت بحراني شفت بدون اعمال هيچ باري   :  

ωଵ    بر روي يك شفت بي وزن 1:   سرعت بحراني بار شماره ي  

ωଶ   بر روي يك شفت بي وزن 2:   سرعت بحراني بار شماره ي 

ω௡   سرعت بحراني بار شماره ي   :n بر روي يك شفت بي وزن 
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௖߱حال اگر رابطه ي فوق را در رابطه ي  ൌ ට
௚

௬బ
  قرار دهيم، خواهيم داشت: 

߱௖ ൌ ට
௚

∑௬೔
  

قابل مشاهده است، اگر هر قسمت از شفت را يك شفت جداگانه در نظر بگيريم، خيز هر قسمت از رابطه  1همانطور كه در جدول 
  ي زير محاسبه مي شود:

௜ݕ ൌ
ௐ೔	௔೔

మ	௕೔
మ

ଷாூ௅
  

ممان اينرسي است كه از رابطه ي زير به دست مي  Iفواصل اين بارها تا دو تكيه گاه است.  ௜ܾ	و	௜ܽبار هر قسمت و  ௜ܹكه در آن 
  آيد:

ܫ ൌ 	
గௗర

଺ସ
  

  قطر معادلي است كه از رابطه ي زير نتيجه مي شود: dكه در آن 

݀ ൌ
∑ௗ೔௅೔
௅

  

  صورت كسر فوق مجموع ضرب قطر در طول هر قسمت است و مخرج كسر طول كل شفت است.

  ي خيز هر قسمت شفت در معادله ي اصلي، رابطه ي نهايي به صورت زير به دست مي آيد:با جاگذار

ω௖ଵ ൌ ට
ଷ	ா	ூ	௅

∑ௐ೔௔೔
మ	௕೔

మ  

 

 

 رابطه ي تخميني .3

  سرعت بحراني را مي توان با رابطه ي تخميني زير تقريب زد:

ω௖ଵ ൌ ට஼	ா	ூ	௚

ௐ	௅య
  

  واحدهاي زير ارائه كرد:براي استفاده از اين رابطه بايد پارامترهاي آن را در 

W  وزن كل روتور در واحدlb 

L  فاصله ي دو تكيه گاه ساده در واحدin 
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E  2مدول الاستيسيته شفت در واحدlb/in 

I  4ممان اينرسي در واحدin  

  مراجعه شود. 3به شكل  Cبراي به دست آوردن مقدار ضريب 

  

 3شكل 

    

  

همانطور كه در ابتداي اين مقاله بيان شد، ارتعاشات پيچشي نيز علاوه بر ارتعاشات خمشي حائز اهميت است. در ارتعاشات پيچشي 
موتور تقسيم كنيم (مانند شكل  –نيز سرعت بحراني وجود دارد. در پمپ ها اگر ادوات روي شفت را به دو بخش چرخ و كوپلينگ 

  ه ي زير به دست مي آيد:) سرعت بحراني پيچشي از رابط4

߱௖ ൌ 60ට
ூ೛	ாೞ	ሺ௃భା௃మሻ

௃భ		௃మ		௅
  

  كه در آن:

௣ܫ ൌ
గ

ଷଶ
	݀ସ		ሺ݅݊ସሻ  

௜ܬ ൌ
ௐ೔

௚
	ܴపଶതതതത  
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ܴపഥ  شعاع ژيراسيون جرمi  است. همچنين لازم به ذكر است كهsE  مدول الاستيسته ي برشي شفت است. در مواردي كه شفت در
نواحي مختلف قطرهاي مختلفي دارد، مي توان از قطر معادل استفاده كرد. پس از استفاده از قطر معادل بايد با استفاده از رابطه ي 

  زير طول را نيز به طول معادل تبديل كرد:

௘௤೔ܮ ൌ ቀௗ೐
ௗ೔
ቁ
ସ
  ௜ܮ	

 

 

 

 

 

  4شكل 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

L 

J2 
J1 

d 


